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О ПОБЕДЕ НАД “КРИВОЙ ЗАБЫВАНИЯ ЭББИНГАУЗА”
ПРИ ПОМОЩИ КОНТРОЛЬНЫХ КАРТ

С. А. Ахмедов, Х. Д. Юлдашев

Мақолада ўрта қийматлар EWMA картаси ёрдамида “Эббингаузнинг унутиш ёйи”ни енгиш усули 
топилган. Бу усул олға сурилган гипотезани исботлашда ишлатилади. Натижалардан ўқув 
жараёнини такомиллаштиришда фойдаланиш мумкин.

Калит сўзлар: Эббингаузнинг унутиш ёйи, жараёнларни статистик бошқариш, статистик гипотеза, 
ўрта қийматларнинг назорат картаси, ўрта қийматлар EWMA картаси. 

 
В статье найден статистический метод преодоления “Кривой забывания Эббингауза” при по-

мощи EWMA карты средних значений. Он используется для доказательства выдвигаемых гипо-
тез. Найденный метод помогает усовершенствованию учебного процесса.

Ключевые слова: кривая забывания Эббингауза, статистическое управление процессов, стати-
стическая гипотеза, контрольные карты средних значений, EWMA карты средних значений. 

 
Качественный и количественный анализ педагогико-психологических явлений и процессов 

методами теории вероятностей и математической статистики уточняет выдвигаемые методы и 
гипотезы. В большинстве исследований статистические выводы используются после окончания 
экспериментов, т.е. мы имеем результаты типа “Offline control” (см., например, [1]).

На практике важными являются результаты типа “Online control”, т.е. полученные статистические 
выводы используются в ходе эксперимента. Эти результаты одновременно дают возможность прове-
рить правильность проведенного эксперимента (метода) и своевременно исправить недостатки в изу-
чаемом процессе. Такую процедуру называют SPS (статистическое управление процессами). При 
SPS используют различные статистические инструменты. Теоретически обоснованным и практичным 
статистическим инструментом являются контрольные карты (КК) (см, например, [2] и [3]). Статистиче-
ские аспекты КК рассмотрены, например, в [4]. 

КК для альтернативных данных (𝑝𝑝, 𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑐𝑐, 𝑢𝑢 − карты) можно использовать для анализа и оценки 
результативности и эффективности учебного процесса (см, например, [5] и [6]). В работе [7], следуя 
этому, изучен выбранный учебный процесс. 

КК для количественных данных (𝑋̅𝑋, 𝑆𝑆,𝑚𝑚,𝑅𝑅и др. карты) можно использовать для определения мони-
торинга учебного процесса [8]. 

В традиционных КК Шухарта решение о вмешательстве в процесс принимается на основе резуль-
татов контроля текущей выборки. КК, учитывающие наряду с текущими и результаты контроля преды-
дущих выборок, называются КК с памятью. 

С помощью КК постоянно проверяется статистическая устойчивость процесса. 
Немецкий психолог Герман Эббингауз, изучая функциональные свойства памяти, статистически 

доказал, что если человек не повторяет изученный материал, то сохранение материала в памяти убы-
вает почти экспоненциально относительно времени. Эту дугу он называл “Кривой забывания” (см. Рис. 
1 Дуга П, снятая из интернета). При этом информация забывается сначала очень быстро, а потом все 
медленнее. 

 

 

КИЧИК ХАБАРЛАР

 
 

Вот уже более двух веков ведутся исследования функциональных способностей человеческого 
мозга. Идет сравнение естественного и искуственного интеллекта. 

Наш метод изучения способностей человеческого мозга в учебном процессе основывается на 
функциональных способностях человеческого мозга относительно среды. 

Допустим, что мы нашли гипотезу о преодолении дуги П (Правильное повторение учебного 
материала, Новый способ запоминания, Новый способ обучения, Новый учебный план т.п.). Требуется 
статистическое управление учебным процессом. Для этого мы используем КК с памятью, экспоненци-
ально взвешенной скользящего среднего (EWMA карты средних значений). В этой КК контрольной 
величиной будет временной ряд от линейных комбинаций средних значений выборки. 

Точнее, пусть контролируемый признак 𝑋𝑋 качества в любой момент времени 𝑡𝑡 взятия выборки рас-
пределен нормально  – Nо (𝜇𝜇𝑡𝑡 ,𝜎𝜎𝑜𝑜2). Требуемое значение уровня настройки 𝜇𝜇𝑡𝑡, равно 
𝜇𝜇0.𝑋𝑋𝑗𝑗 =(𝑋𝑋𝑗𝑗1, … … ,𝑋𝑋𝑗𝑗𝑗𝑗)выборка из 𝑋𝑋, 𝑗𝑗 = 1,2, … , 𝑡𝑡. 𝑗𝑗 = 1 момент взятия первой выборки, 𝑗𝑗 = 𝑡𝑡 момент взя-
тия 𝑡𝑡 − ой выборки.𝑋̅𝑋𝑡𝑡𝑡𝑡- среднее значение 𝑡𝑡 − ой выборки с объемом 𝑛𝑛, имеющее нормальное распре-

деление - N(𝜇𝜇𝑡𝑡;  𝜎𝜎𝑜𝑜
2
𝑛𝑛⁄ ). 

В EWMA картах средних значений используют контрольную величину 
 

 𝑌𝑌𝑡𝑡 = (1 − 𝜆𝜆)𝑌𝑌𝑡𝑡−1 + 𝜆𝜆𝑋̅𝑋𝑡𝑡𝑡𝑡                                     (1) 
 
Или 

𝑌𝑌𝑡𝑡 = (1 − 𝜆𝜆)𝑡𝑡𝜇𝜇0 + 𝜆𝜆
=

−−
t

j

jt

1
)1(  𝑋̅𝑋𝑗𝑗𝑗𝑗, 

где 𝜇𝜇0 = 𝑌𝑌0- целевое значение 𝑌𝑌𝑡𝑡, 𝜆𝜆 (0 ≤ 𝜆𝜆 < 1) – параметр КК. 
Верхняя и нижняя контрольные границы EWMA карты находятся по формулам: 
 

UCL
LCL} = 𝜇𝜇0 ± 𝐻𝐻 ⋅ 𝜎𝜎𝑦𝑦𝑡𝑡,       (2) 

где 𝜎𝜎𝑦𝑦𝑡𝑡2 = 𝜎𝜎02

𝑛𝑛
𝜆𝜆[1−(1−𝜆𝜆)2𝑡𝑡]

2−𝜆𝜆 . 
Асимптотическое положение границ: 
 

UCL𝑎𝑎
LCL𝑎𝑎} = 𝜇𝜇0 ± 𝐻𝐻 ⋅ 𝜎𝜎0√

𝜆𝜆
𝑛𝑛(2−𝜆𝜆)                                     (3) 

 
При 𝜆𝜆 = 1 из (1) получается КК средних значений (𝑋̅𝑋 − карта) Шухарта, для которой𝑌𝑌𝑗𝑗 = 𝑋̅𝑋𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑗𝑗 =

1,2, … , 𝑡𝑡.  
При этом 

UCL𝑥̅𝑥
LCL𝑥̅𝑥 } = 𝜇𝜇0 ± 𝐴𝐴 ⋅ 𝜎𝜎0,                                   (4) 

  
Константы А и Н зависят от объема выборки и ошибки первого рода. Далее, мы их выбираем из 

таблицы, данные в [5] и [10]. 
Теперь переходим к  моделированию гипотезы Эббингауза. 
Пусть П𝑡𝑡 = 𝑌𝑌𝑡𝑡 и 𝜆𝜆 – выбрано.  
Если при проведении эксперимента точки 𝐶𝐶(𝑡𝑡;𝑌𝑌𝑡𝑡) попадут в нижнюю часть дуги П (см. Рис1), то 

скажем, что мы “потеряем память”, если наоборот то мы “сохраняем память”. Значит для того, чтобы 
победить дугу П мы должны уметь статистически управлять учебным процессом относительно 
целевого значения 𝜇𝜇0 = 𝑌𝑌0. При этом мы используем EWMA карту средних значений. 

Пусть 𝑋𝑋 ∼ 𝑁𝑁𝑜𝑜 (𝜇𝜇0;  𝜎𝜎02), здесь 𝜇𝜇0 = 0,75 и 𝜎𝜎02 = 0,16; 𝜆𝜆 = 0,5 ,𝑛𝑛 = 25. По таблицам находим Н=3,054; 
A=0,606. Тогда из (1), (3) и (4) имеем 

 

𝑌𝑌𝑡𝑡 = 3
2𝑡𝑡+2 + ∑ 1

2𝑡𝑡−𝑗𝑗+1 𝑋̅𝑋𝑗𝑗25,
𝑡𝑡

𝑗𝑗=1
 

t = 1,10̅̅ ̅̅ ̅̅ ,  
UCL𝑎𝑎
LCL𝑎𝑎} = 0,75 ± 0,12 = {0,87

0,63 , M=0,75, 
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тия 𝑡𝑡 − ой выборки.𝑋̅𝑋𝑡𝑡𝑡𝑡- среднее значение 𝑡𝑡 − ой выборки с объемом 𝑛𝑛, имеющее нормальное распре-

деление - N(𝜇𝜇𝑡𝑡;  𝜎𝜎𝑜𝑜
2
𝑛𝑛⁄ ). 

В EWMA картах средних значений используют контрольную величину 
 

 𝑌𝑌𝑡𝑡 = (1 − 𝜆𝜆)𝑌𝑌𝑡𝑡−1 + 𝜆𝜆𝑋̅𝑋𝑡𝑡𝑡𝑡                                     (1) 
 
Или 

𝑌𝑌𝑡𝑡 = (1 − 𝜆𝜆)𝑡𝑡𝜇𝜇0 + 𝜆𝜆
=

−−
t

j

jt

1
)1(  𝑋̅𝑋𝑗𝑗𝑗𝑗, 

где 𝜇𝜇0 = 𝑌𝑌0- целевое значение 𝑌𝑌𝑡𝑡, 𝜆𝜆 (0 ≤ 𝜆𝜆 < 1) – параметр КК. 
Верхняя и нижняя контрольные границы EWMA карты находятся по формулам: 
 

UCL
LCL} = 𝜇𝜇0 ± 𝐻𝐻 ⋅ 𝜎𝜎𝑦𝑦𝑡𝑡,       (2) 

где 𝜎𝜎𝑦𝑦𝑡𝑡2 = 𝜎𝜎02

𝑛𝑛
𝜆𝜆[1−(1−𝜆𝜆)2𝑡𝑡]

2−𝜆𝜆 . 
Асимптотическое положение границ: 
 

UCL𝑎𝑎
LCL𝑎𝑎} = 𝜇𝜇0 ± 𝐻𝐻 ⋅ 𝜎𝜎0√

𝜆𝜆
𝑛𝑛(2−𝜆𝜆)                                     (3) 

 
При 𝜆𝜆 = 1 из (1) получается КК средних значений (𝑋̅𝑋 − карта) Шухарта, для которой𝑌𝑌𝑗𝑗 = 𝑋̅𝑋𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑗𝑗 =

1,2, … , 𝑡𝑡.  
При этом 

UCL𝑥̅𝑥
LCL𝑥̅𝑥 } = 𝜇𝜇0 ± 𝐴𝐴 ⋅ 𝜎𝜎0,                                   (4) 

  
Константы А и Н зависят от объема выборки и ошибки первого рода. Далее, мы их выбираем из 

таблицы, данные в [5] и [10]. 
Теперь переходим к  моделированию гипотезы Эббингауза. 
Пусть П𝑡𝑡 = 𝑌𝑌𝑡𝑡 и 𝜆𝜆 – выбрано.  
Если при проведении эксперимента точки 𝐶𝐶(𝑡𝑡;𝑌𝑌𝑡𝑡) попадут в нижнюю часть дуги П (см. Рис1), то 

скажем, что мы “потеряем память”, если наоборот то мы “сохраняем память”. Значит для того, чтобы 
победить дугу П мы должны уметь статистически управлять учебным процессом относительно 
целевого значения 𝜇𝜇0 = 𝑌𝑌0. При этом мы используем EWMA карту средних значений. 

Пусть 𝑋𝑋 ∼ 𝑁𝑁𝑜𝑜 (𝜇𝜇0;  𝜎𝜎02), здесь 𝜇𝜇0 = 0,75 и 𝜎𝜎02 = 0,16; 𝜆𝜆 = 0,5 ,𝑛𝑛 = 25. По таблицам находим Н=3,054; 
A=0,606. Тогда из (1), (3) и (4) имеем 

 

𝑌𝑌𝑡𝑡 = 3
2𝑡𝑡+2 + ∑ 1

2𝑡𝑡−𝑗𝑗+1 𝑋̅𝑋𝑗𝑗25,
𝑡𝑡

𝑗𝑗=1
 

t = 1,10̅̅ ̅̅ ̅̅ ,  
UCL𝑎𝑎
LCL𝑎𝑎} = 0,75 ± 0,12 = {0,87

0,63 , M=0,75, 

SHORT SUBMISSIONS



102

Илмий хабарнома. Физика-математика тадқиқотлари, 2020, №1(3) 
 
 

UCL𝑥̅𝑥
LCL𝑥̅𝑥

} = 0,75 ± 0,24 = {0,99
0,51 ,  M=0,75. 

 
Результаты проведенного эксперимента представим в следующей таблице: 
 
𝑡𝑡 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

𝑋̅𝑋𝑡𝑡25 0,60 0,35 0,45 0,56 0,62 0,72 0,76 0,80 0,60 0,58 
𝑌𝑌𝑡𝑡 0,68 0,51 0,48 0,52 0,57 0,64 0,70 0,75 0,64 0,63 
  
Замечание. Эксперимент имеет условный характер, поэтому значения 𝑋̅𝑋𝑡𝑡25 подобраны только для 

понимания смысла КК. 
При t=1 и t=2 значения 𝑋̅𝑋1;25  и 𝑋̅𝑋2;25 взяты по близости дуги П, т.е. мы   сильно потеряем память, 

далее идет восстановление памяти к уровню 𝑌𝑌0 = 0,75. 
 

 
  
Из диаграммы мы видим, что победили дугу П. При этом EWMA карта средних значений более 

адекватно отражает ход учебного процесса, чем 𝑋̅𝑋 − карта.  
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Studying the laws of memorization, the German experimental psychologist German Ebbinghaus statistically proved 
that if a person does not repeat the material studied, then the storage of material in memory decreases almost exponen-
tially with respect to time. He called these arcs the “Curve of Forgetting”. In this case, the information is forgotten at first 
very quickly, and then slower. 

More than two centuries, research has been conducted on the functional abilities of the human brain. Nowadays, 
natural and artificial intelligence are being compared by researchers. 

Our method on the “Ebbinghaus Forgetting Curve” is based on using Control Charts with exponentially weighted 
moving average memory (EWMA chart for the mean values). 

The control value of this chart has a normal distribution. Using this, we find the upper and lower control lines of this 
chart. The central line (target value) we determine at the request of the educational process. 

If we find the hypothesis to battle the forgetting curve, we conduct experiments to test the hypothesis. Using the 
samples obtained from the experiment, we calculate the values of the control values. Laying these values between the 
control lines relative to the target value means to battle the forgetting curve. 

We showed that how the EWMA card of average values works to solve the task in specific situations of the educational 
process. 
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